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COORDONEES POLAIRES (rappel)

En geometrie plane, le systeme [

de coordonnées polaires est P(r,0) = P(x, y)

utilisé pour donner une
description plus simple de ) v
certaines courbes (et surfaces).

—

La figure nous permet de nous | o B

=¥

Souvenir de la relation entre coordonnees polaires et

cartésiennes.

= Sile point P a (X, y) pour coordonneées cartésiennes
et (r, ) comme coordonnees polaires alors
X=rcos 6 y=rsin 6

2= X% +y? tan 6 = y/x




COORDONNEES CYLINDRIQUES
En dimension 3 il y a un systeme de coordonnées, appele
coordonnées cylindriques, qui :

= Est similaire aux coordonnees polaires.

= Donne une description simple de nombreux domaines
(surfaces, volumes).

Dans le systeme de coordonnées cylindrigques, un point P de
I'espace (3-D) est représente ZA

Par le triplet (r, 6, z), ou :
e P(r,0,z)

r et 6 sont les coordonnées
polaires de la projection de P
sur le plan xy, z est la distance
orientée du plan xy a P.




COORDONNEES CYLINDRIQUES

Pour convertir des coordonneées cylindriques en
cartésiennes, on utilise :

X=rcos 6
y=rsin 6
Z=12

Pour convertir des cartésiennes en cylindrigues, on
utilise:
2= x2 + y?
tan 6 = y/x
Z=12



Exemple
a. Placer le point de coordonnées cylindriques (2, 2m/3, 1) et
donner ses coordonnées rectangulaires.

b. Donner les coordonneées cylindriques du point de
coordonnées rectangulaires (3, =3, —7).



Solution

a) Le point de cylindriques coordonnées
(2, 2m/3, 1) est placé sur la figure. (2.571) ¢

Ses coordonnees rectangulaires sont 1

x:2c032—ﬂ:2(—£j:—1 0l —
3 2 /“’
y:ZSinz?ﬂ:Z(?j:ﬁ y ‘

z=1

Le point a donc pour coordonnées rectangulaires (—1,ﬁ , 1).



Solution (b)
Ona:

=432+ (-3)? =32
tanez_—sz—l, SO 9=7—7Z+2n77
3 4

Z=—1

Un jeu de coordonnées cylindriques est donc :

(3ﬁ, —7l4,-7)
Un autre :

(3V2,7714,-7)

= Comme pour les coordonnées polaires, il y a une infinite de
choix possibles.



Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont utiles dans les problemes
ou existe une symeétrie axiale. On choisit alors I'axe des z de
facon a ce gu’il coincide avec cet axe de syméetrie.

= Par exemple, pour le cylindre a base circulaire, d’axe z,
il a pour équation cartésienne x2 + y? = c2.

= En coordonnées cylindriques, ce cylindre a comme
équation : r = ¢ (beaucoup plus simple!).

“i4

— ol
— —

a Sl
>
(¢,0,0)—1 | y
3 _ —
X - l —

<__




Exercice
Quelle est la surface d’équation z = r en coordonnées
cylindriques



Solution

= | 'équation indique que la valeur de z (hauteur d’'un point
de la surface) est la méme que r (distance de ce point a
I'axe z).

= Comme 6 n'apparait pas, ca veut dire que la surface est
invariante par rotation autours de lI'axe z.

Donc, toute section horizontale de la surface par un plan z = k

(k > 0) est a cercle de rayon k. Ceci suggere gue la surface est
ZA

un cone d’'axe z

= convertissons I'équation en
coordonnées rectangulaires.

On a: z? =r? = X% + y?, cette équation

(2?2 = x? + y?) est 'éguation cartésienne

du cone circulaire d’axe z.



SYSTEME DE COORDONNEES SPHERIQUES (3D)

Le systeme de coordonnées sphérigues est un autre systeme de
coordonées utile en trois dimensions.

= || simplifie en particulier les calculs d’integrals triples sur
des volumes limités par des portions de spheres ou de
cones.

Les coordonnées sphériques (o, 8, @) d’'un point P de I'espace

sont : Z A
= o =|OP]|, la distance de l'origine O P(p, 6, ¢)
aP (p=0)
= 0, le méme angle qu’en
coordonnées cylindriques. 5 |
= @, I'angle entre les vecteurs z et 2




REMARQUE TRES IMPORTANTE

En physique, les notations 6 et @ sont
Généralement interverties, comme sur la
figure ci-contre.

Y

T

La distance est souvent notéer.
Notations « physiques »

I'angle formé par les vecteurs z et OP est
appelé colatitude (la latitude est I'angle entre 2)

le plan equatorial et OP).  P(p, 6, §)

Notons que la premiere coordonnee (la
distance entre O et P) est toujours positive, et
gue la colatitude est comprise entre O et 7,
I'autre angle varie entre 0 et 2.

Notations « mathématiques »



COORDONNEES SPHERIQUES

Utiliser un systeme de coordonnées sphériques peut étre
particulierement utile pour résoudre des problemes présentant
une symetrie par rapport a un point, qu'on choisit comme
origine du systeme.

Par exemple, la sphere dont le centre sert d’origine et de rayon
c a alors une équation tres simple :

,/" il\
‘/
/ l
/

p =C.

Ou r = ¢ en notations “physiques”




COORDONNEES SPHERIQUES

Le graphe d’équation 6 =c
(¢ = c en notations

physiques) est un demi

y
plan vertical contenant X \
I'axe Oz.

L'équation @ =c (6=c en \ 4

notations physiqgues)
represente un demi-cone
d'axe z.




COORDONNEES SPHERIQUES & CARTESIENNES

La relation entre coordonnées cartésiennes and sphériques se
déduit de la figure.

Consideérons les triangles OPQ

et OPP’,ona: A
_ RS AN
z=pcosP, r=psin P N
™
= Et comme, MO Pl )

X=rcosf,y=rsinf

On obtient les formules de
conversion :

X =psin @ cos 6
y=psin @sin 6 x
Z=pcos P

P'(x,y,0)




COORDONNEES SPHERIQUES & CARTESIENNES

A~

Avec les notations physiques, la relation
de passage aux coordonneées cartesiennes 0

s‘écrit donc :

Exercice :

Le point (r=2, 8=n/3, ¢=mn/4) est donné en coordonnées
sphériques (avec notations “physiques”). Placer le point sur un
schéma et calculer ses cordonnées cartésiennes.

x=rsinédcos Y
Ty =rsinfdsing o
z=rcost x



Solution

(2, /4, 7/3)

Coordonnées cartésiennes : (\/3/2,\/3/2,1)

2
2%

X =25in£cos£:2 \E L
3 4

y:25in£sin£:2
3 4

7 = 2cos§: 2(%) =1

7

|



COORDONNEES SPHERIQUES & CARTESIENNES

La formule donnant la distance indigue que :

r2:X2+y2+22

= On utilise cette éguation pour convertir les coordonnées
cartésiennes en coordonnées spheriques.

Exercice : Le point (O, 243, —2) est donné en coordonnées
cartésiennes.

Caculer des coordonnées sphériques pour ce point.



Solution

Ona:

r=+x2+y2%+ 22

=v0+12+ 4
= 4

cosf=2="2=—-2 donc == (60 € |0, m])
r 4 2 3

=0,d0nC(p=§0u§0=37n

COS =
4 17 sin 6

T

Commey>0(y:2\/§),<ng

Doncona:r=4,0 = 2?” (colatitude), ¢ = %



Repere comobile

Considérons M de coordonnées
sphériques (r, &, @).

Y=

Le vecteur position de M est :
OM =ru,

u, est le vecteur unitaire radial.

Les coordonnées cartésiennes de M sont :

x=rsinédcos

A

y=rsindsme

z=rcosf

On aura donc pour u, : (sin 8 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 9)




Repere comobile

Lorsque I’angle ¢ varie le point M
décrit un cercle, dans un plan
parallele a (Oxy), de rayon r cos 6.

\ A

Le vecteur unitaire tangenten M a
cette courbe est noté u,, il est situé
dans le plan « horizontal » (X,y).

On sait aussi qu’il est orthogonal 8 OM (etdonc = 4
a u.), puisque la norme de OM est constante -\“0((]'
lorsque M se déplace sur le cercle. S/
9
) X
Comme on I’a vu pour le cercle dans un plan, nd N\ @
ona: >

u,=-singu, + Cose U,




Repere comobile

* Lorsque I’angle & varie le point
M decrit un demi grand cercle

v

(méridien).

 Le vecteur unitaire tangent a
cette courbe, en M, est noté u,,

* |l est orthogonal a u, puisque, lorsque M décrit le demi cercle, la
norme du vecteur OM est constante (||OM|| = r).

* U, estdans le plan « meridien », il est donc orthogonal a u,, qui
est dans un plan « horizontal ».

* Le repere comobile (M,u,,u, u,) est orthonorme direct et li€¢ a M.

* Remarque : onaug = u, X u,, on en déduit les composantes
cartesiennes de u,(a verifier en exercice) :

(cosé@cose, cosédsing, - sind)



Exercice

Donner les equations paramétrigues de la courbe decrite par le
point M de coordonnées spheriques (r, &, ) lorsque ¢ varie (r et
@ restant fixes).

Calculer, par derivation, le vecteur tangent a la courbe, en
deduire les coordonnées cartésiennes de u,,

Donner les equations paramétrigues de la courbe decrite par le
point M de coordonneées spheriques (r, &, ) lorsque &varie (r et
@ restant fixes).

Calculer les coordonnees cartesiennes de u, de deux fagons
differentes.



Solution

 Les equations paramétriques sont, bien sur :

x=rsinfcos

Jy=rsinfsing ¢ € [0,27]

z=rcost

* On obtient les coordonnées du vecteur tangent T ¢ par dérivation
des coordonnées de M par rapporta ¢ :

o (rsinf cos@) = —r sin @ sin @

%(rsinesimp) = rsinf cos ¢

d
—(rcosf) =0
de
T ,n’est pas unitaire, || T || = r’sin?€ (sinp + cos?p) = rssin?g, || T || = rsin@( sin@

est positif car 8 € [0,7]). On en déduit les coordonnéesde u,=T /|| T || :
u, = (-sing, cose, 0)



Les équations parametiques sont :

x =rsinfcos@
{y=rsinfdsing 6 € |0, ]
z=rcosf

On obtient les coordonnees du vecteur tangent T , par dérivation des
coordonnées de M par rapporta 6

70 — (rsin @ cos @) = rcos b cos @

T — (rsinfsing) = rcosfsing

E(T cos@) = —rsind

| T J|? = récos?6 (cos?e + sing) + r?sin?@ = r?(cos?@ + sin’6) = r?
Donc || TJ| = r, les coordonnees cartesiennesde u,=T,/|| T | sont :
(cos@cosg, cosdsing, - sind)



* L’autre méthode, d¢ja indiquée, consiste a faire le produit vectoriel :

—sin @ sin 8 cos @
Ug =Uy XU, =| cOS@ X |sinfsing
0 ] cos
—cos 6 cos ¢ —cos 6 cos ¢
Ug = cos 0 sin ¢ = [ cos @ sin @
|— sin 8(cos? 60 + sin” 9) | —sin 6

Remarque : comme on le voit sur les coordonnées de u,, u, est une
fonction des deux variables @ et phi.

Nous aborderons en détail I’¢tude des fonctions de plusieurs variables
au chapitre suivant.

On peut déja observer que les calculs précedents montrent que le
vecteur dérivé de u, par rapport a @ (a ¢ fixe) est u,, et que le vecteur
dérive de u, par rapport a ¢ (a @ fixe) estsindu,,



